Ellipszissel kapcsolatos képletekrol
El6z6 dolgozatunkban — melynek cime: A Lenz - vektorrol — viszonylag sokat kellett
ellipszissel kapcsolatos képletekkel dolgozni. Ennek soran is adodott par észrevételiink,

megfigyelésiink, melyekrdl itt szamolunk be.

1. Az ellipszis paramétereir6dl

Ehhez tekintsiik az 1. abrat!

1. abra — forrasa:
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/4/4d/Ellipse-param.svg/296px-
Ellipse-param.svg.png

Az itt feltlintetett a, b, ¢, p paraméterek elnevezései:

~ a: az ellipszis fél nagytengelye, illetve ennek hossza;

~ b: az ellipszis fél kistengelye, illetve ennek hossza;

~ c: az ellipszis linearis excentricitasa, illetve ennek hossza,

~ p: az ellipszis paramétere | semi - latus rectum, illetve ennek hossza.

A koztiik fennallo egyik fontos osszefiiggés az 1. abra szerint, Pitagoradsz tételével adodik:
a’ = b* + c2. (1)

Az p szakasz hossza az ellipszis

2 (2)



https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/4/4d/Ellipse-param.svg/296px-Ellipse-param.svg.png
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/4/4d/Ellipse-param.svg/296px-Ellipse-param.svg.png

p=" (3)

a

Az ellipszis e numerikus excentricitasa a C linearis excentricitassal és az a fél nagyten -
gellyel kifejezve:
C

e=<. (4)

a

A fizikai szamitasokban nem ritka, hogy sziikség van a fenti mennyiségek egymassal valo
( tovabbi ) kifejezéseire — [ 1 ].

a) akifejezése pése - vel:
(1),(3)¢és(4)szerint:
b2 b2 aZ_CZ

p=—= a= -a=(1—

a a? a?

2

C .
;)-a=a-(1—ez), innen:

a=-"—. (5)

b) b kifejezése p és e - vel:
(1),(3)¢s(4)szerint:

2
bz=a2—62=a2-(1—%)=a2-(1—ez), inen:

b=a-Vv1-—e?; (6)

most (5)és (6)-tal:

__pb _ 52 —=_P "
b_1—e2 vl—e NeErL tehat:

h=—-L—. (7)

c) c kifejezése p és e - vel:

(4)és(5)-tel
p-e

c=a‘e= ~, tehat:
1_
pe
(== (8)

Latjuk, hogy (5),(7)¢és(8)aza,b, c paramétercket a p és e paraméterekkel fejezi Ki.



2. Az ellipszis polarkoordinatas egyenleteirdl

A bolygok mozgasanak tanulmanyozasa soran talalkozunk Kepler elsé torvényével —[ 1].
Ez kimondja, hogy

ha az erd a tavolsdg négyzetével forditottan ardnyos, akkor a pdlya olyan kupszelet,
melynek egyik fokusza az erécentrumban van.

Eszerint a bolygod — az allonak képzelt Nap koriil — kupszelet alak palyan mozog, ahol a
Nap a kupszelet ( egyik ) fokuszpontjaban talalhato.

A kupszelet polarkoordinatas egyenlete altalaban — [ 2 ] —:

r(Q) = ———r (9)

1+e-cos(p+a)’

ahol a = konst. sz6gparaméter.
Abrazoljuk (9) - et, az kovetkezd adatokkal — 2. abral!
a=>5(hosszegység) ; b=3(h.e ); p=18(h.e.); e=08; a=30°. (A)

it

X1

2. abra



Ugyanitt abrazoltuk az
r(p) = ———— (10)

1+e-cos(p)
fliggvényt is. Latjuk, hogy
~ a = 0 esetén a polartengely egybeesik az ellipszis nagytengelyével, egyébként altalaban

nem;
~az a # 0 eset ellipszise az el6zének F koriili a szogli elforgatottja.

Most vegylik az
(@) = (11)

1—e-cos(p+a)

kupszelet - egyenletet! Ez (9 ) - t6] csak az e el6tti eldjelben kiillonbozik.
Nezziik meg, most hogyan fest ellipszisiink — 3. abra!

X1

3. dbra

Itt azt 1atjuk, hogy most az ellipszis masik fokusza koriil jott Iétre az a szogl elforgatas, az



a = 0 esethez képest. A két ellipszis eltolassal fedésbe hozhatd, tehat ugyanazt az ellipszist
irjale a,+” és a,—" el6jeles valtozat is, csak mas - mas koordinata - rendszerben.
Ezek szerint megallapithatjuk, hogy az

r(Q) = s (12)

1te-cos(p+a)

egyenlet 0 < e < 1 esetén ellipszist ir le.

M1. Az[ 1 ] miiben az ( 5) és ( 8 ) képletek e = & megfeleldi sajtohibasak lettek.
A kuapszelet numerikus excentricitasat gyakran & - nal jelolik.

M2. A kupszelet fajtajat e értéke igy hatarozzameg—[1],[2]:
~e=0:Kkor;

~0<e<1: ellipszis;

~ e = 1: parabola;

~e > 1: hiperbola.

M3. Lattuk, hogy a 2. és a 3. abrak ellipszisei egymasba elforgatassal és / vagy eltolassal
fedésbe hozhatok. Ez azt jelenti, hogy ugyanazon egy ellipszis leirhat6 a ( 12 ) képlet bar -
melyik valtozataval. Mas a helyzet, ha t6bb ellipszist kell egyidejiileg abrazolnunk; ekkor
mar nem lényegtelen az ellipszisek kdlcsonds helyzete, ugyanazon k. r. - ben, igy fontos
lehet, hogy egyazon képlet - alakkal dolgozzunk. Ha példaul a Naprendszer bolygopalya -
inak abrazolasara vallalkoznank, akkor ugyanazon k. r. - ben dolgozva t6bb kiilonb6z6
alaku ellipszist rajzolnank, hiszen a {6 vonzocentrum a Nap, ami az ellipszisek ( egyik )
fokuszaban talalhato — 4. 4bra.
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4. dbra — forrasa: http://fenyi.solarobs.csfk.mta.hu/~murakozyj/2egitestek mozgasai.pdf



http://fenyi.solarobs.csfk.mta.hu/~murakozyj/2egitestek_mozgasai.pdf

Ha nem csak a bolygdpalyak alakja, hanem a bolygok pillanatnyi helyzete és sebessége is
érdekes, akkor kiilondsen fontos lehet egyazon k. r. - ben leirni az 6sszes bolygd mozgasat.
Ez egy egyszerlsitett modell lenne, hiszen igazabol egy bolygdra nem csak a Nap tomeg -
vonzasa hat, hanem a tobbié is, vagyis nem kéttest -, hanem tébbtest - problémarol van
sz6. Tovabba ha csak két testet vesziink is, azok a k6zds tomegkdzéppontjuk koriil végzik
mozgasukat, vagyis itt a Nap sem all mar egyhelyben; kivéve, ha pl. a F6ldnek a Naphoz
viszonyitott mozgasat akarjuk leirni, hiszen kozvetleniil csak ez a mozgas figyelhetd meg

-[2].

M4. Nem feledjiik, hogy 1étezik az ellipszisnek olyan polarkoordinatés leirasa is, ahol a
polus az ellipszis C centruma. Ezzel kapcsolatban az érdekl6dd Olvas6 figyelmébe ajanl -
juk egy korabbi dolgozatunkat, melynek cime:

Altaldnos helyzetii ellipszis paraméteres egyenletrendszere.

Mb. A latottak alapjan nekiink ugy tiinik, hogy az ellipszis polarkoordinatas leirasanal a
fokuszban felvett polus esete domindl, ellentétben a centrumban fekvd polus esetével.
Valoszintileg az lehet az oka ennek a jelenségnek, hogy a fizikai szamitasokban — pl. a
Kepler ~ problémanal is — ez az eset a gyakoribb.

E sorok ir6ja nem véletleniil ,,népszeriisiti” mas helyeken a centrumban fekvo polus esetét:
a szimmetria miatt is sokkal egyszeriibben attekinthetok a geometriai viszonyok, mint a
fokuszban fekvo polus esetében. Ezt emelik ki a fentebb vizsgalt esetek is, melyeket a
felreértesek elkertilése érdekében vettiink eld.

Sajat abraink a Graph ingyenes szoftverrel késziiltek.

M6. Az ellipszis polarkoordinatas, fokusz - polusu egyenletének levezetése az alabbiak
szerint is torténhet — [ 3 ]. Ehhez tekintsiik az 5. abrat is! Itt megmutatnak egy lehetséges
szamitasi modot, de a levezetést nem részletezik. Most ez kovetkezik.

Tekintsiik el0szor az X tengely mentén U;- vel (1 =1, 2) eltolt helyzetii ellipszis egyenle -
tét, melyet a ( 2 ) kanonikus — tehat a C = O centrum - orgo6ji — egyenletébdl képezhetiink!

() +6) =15i=12; (19
U, =-—c, u, =+c, c> 0. (14)

A derékszogii és a polarkoordinatak dsszefiiggései:
X=r-cos@ ,y=r-sing. (15)

Most j6jjon az 5. abran emlitett hosszabb, de elemi szamitas, az r (p) fliiggvény eldallita -
sara! Ehhez helyettesitsiik be ( 13 ) - ba ( 15) - 6t! Ekkor:



Fig. 1.37: #ur Polarkoordinatendarstellung der Ellipse

Polarkoordinatendarstellung der Ellipse: Liegt der Brennpunkt ¥ der Ellipse in 0 und der Mit-
telpunkt bei x = e auf der x-Achse, so erhdll man die zugehtrige Ellipsengleichung

(x—e) ¥ -1

al ¥l

1.3 Beispicle cbener Kurven 1: Kegelschnitle 39

Mit x = rcosp, y = rsing erhilt man durch Auflosen nach r (durch langere, aber elementare,
Rechnung) die

b
Polargleichung der Ellipse r= —b—— mit p=—, e==. (1.89)
1 —ecosg a a

5. &bra — forrasa: [ 3 ]

. N2 i 2
(r Cos @ ul) + (r sm(p) =1; négyzetre emeléssel:

a b
r2-cos?@—2-u;r-cos p+u? = r?sin?g
azl -+ b2 =1; [a’

2
rz-cosz<p—2-ui-r-cos<p+ui2+%-r2-sin2<p=a2; (a)
(14) - b8l:

u? = c?, (b)
igy(a)és(b)-vel:

2
rz-cosz<p—2-ui-r-cos<p+cz+%-r2-sin2<p=a2; (c)
most (1) - bol:

b? = a® — c?, (d)

igy (c)és(d)-vel:
2
r?-cos?p — 2y -r-cos<p+%-r2-sin2<p = b? ; rendezve:

2

rz-cosz<p+Z—2-r2-sin2<p=b2+2-ui-r-cos<p; (e)
kiemeléssel:

2
rz-(cosz<p+%-sin2(p)=b2+2-ui-r-cos<p; ()

a bal oldali zarojeles kifejezést atalakitjuk, (d) - vel is:



2

2 a (02 2 a? 2.0\ — 2 a? a? _
cos“p +— - sin“p = cos go+ﬁ-(1—cos @) = cos go-(l——)+——

— co<2 - @ _r_c. :
=COSTQ ot = — 51 C0s7Q; (9)

majd (f)és(g) - vel:

2. (% _ . 02 = B2 4Dy e . :
T ( — 7 €OS (p)—b +2-u; r-cosq; rendezve:

12
a? 122
(£ - cos?p) 12 = (2w cosp) -7 — b? = 0. (h)

A masodfoku egyenlet megoldo - képletével:

2'ujcos q)i\/(z-ui-cos (p)2—4-<2—;—;—2-cosz(p)-(—b2) ) ]
Tip = — ; majd (b) - velis:

_ujcos ot/ (ujcos )2+a2—c2cos2¢p ;5 u;cos @ty/c?-cos2p+a2—c2-cos2¢p
r1,2 - a2 c2 5 =p-
b—z—b—Z'COS P

a2—c2-cos2¢ ’

uj'cospta .
2= bz ' a?—c2-cos?¢ ( I )
Minthogy
r>0, (1)
ezért (1) - ben a,,+” eldjel valasztando:
r(¢p) = b? L Hicosgta (k)

a2—c2-cos?¢

Most alkalmazzuk a ( 14 ) szerinti u; - ket! Ekkor (k) - bol:

2 UgpzCOsS@+a , . .
T = b* - —=———; részletezve, (3 )és (4)-gyelis:
111 (@) 22— c?cos?p ,(3)¢s(4)-qy
_ 2, wcosgta 5o —ccosgpta 4o a—c-cos @ _
TI((p)_b 2_02.c052¢ 2_,2.cos2¢ —c . . -
a’—c?-cos?¢ a’—c?-cos?q (a—c-cos @)-(a+c-cos @)
b2
b2 = P

= = = , tehat:

a+c-cos @ B 1+£-cos<p o 1+e-cos¢

. _ 52
11 (@), e = —2— = 202 (16)

1+ecosg  1+ecos@

Hasonloan:
_ 2, Ugcose+a ;o ccos@ta 4o a+c-cos @ _
(@) =b 2_c2.cos2q 2_c2.cos20 o
a?—c?-cos?¢ a?—-c?-cos?¢ (a—c-cos @) (a+c-cos @)
b2
b? - _ D

tehat:

- Cc - )
a—ccoso 1—E'COS(p 1—€'COS(p



p _ a(1-e?)
1-ecosgp  1—e-cos¢

T (§0)|u2:+c = (17)

Latjuk, hogy a mar korabban is latott egyenletekre jutottunk, vagyis — 6. dbra — :
~hau;=—c,akkorO=F,,

~hauy,=+c,akkorO=F,,

ha megtartjuk az 5. dbra fokusz - jeldléseit.

6. abra

A 6. abran megrajzoltuk a kék (ug =0 h. e.) O kozéppontu ellipszist, majd a balra eltolt
zOldessziirke (U, =— 4 h. e. ), azutan a jobbra eltolt magenta (u, =+ 4 h. e.) ellipszise -
ket. A zoldessziirke ellipszis polusa a ,,jobb oldali” fokusza, a magenta ellipszis pdlusa a
,bal oldali” fokusza. Az ellipszisek adatai itt is ( A ) szerintiek.

Latjuk, hogy a koordinata - geometriai helyzet nem is annyira egyszert, igy valosziniileg
hasznos volt ezt igy végiggondolni, az dbrikat és az egyenleteket ( ismét ) parositva.
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